
Appell Functions
At mathworld.wolfram.com/AppellHypergeometricFunction.html, it says

Appell defined the functions in 1880, and Picard showed in 1881 that they 
may all be expressed by integrals of the form

(5)‡
0

1
ua  H1 - uLb  H1 - x uLg  H1 - y uLd  „ u

(Bailey 1934, pp. 76-79).

However, my reading of Bailey does not agree with this statement. On pages 76-77 he 
states that the functions F1 , F2 , F3  can be expressed in terms of double integrals:

(1)

GHb1 L GHb2 L GHc - b1 - b2 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
GHcL  F1  Ha; b1 , b2 ; c; x, yL

‡
0

1

‡
0

1-v
ub1 -1  vb2 -1 H1 - u - vLc-b1 -b2 -1  H1 - u x - v yL-a  H1 - y uLd  „ u „ v,

(2)

GHb1 L GHb2 L GHc1 - b1 L GHc2 - b2 L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

GHc1 L GHc2 L  F2 Ha; b1 , b2 ; c1 , c2 ; x, yL 

‡
0

1

‡
0

1
ub1 -1  vb2 -1 H1 - uLc1 -b1 -1  H1 - vLc2 -b1 -1  H1 - u x - v yL-a  „ u „ v,

(3)

GHb1 L GHb2 L GHc - b1 - b2 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
GHcL  F3 Ha1 , a2 ; b1 , b2 ; c; x, yL

‡
0

1

‡
0

1-v
ub1 -1  vb2 -1 H1 - u - vLc-b1 -b2 -1  H1 - u xL-a1  H1 - v yL-a2  „ u „ v.

He goes on to state that 

There appears to be no simple integral representation of this type for the 
function F4 .

and then

The function F1  can also be expressed by a simple integral, the formula 
being

(4)

GHaL GHc - aL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

GHcL  F1  Ha; b1 , b2 ; c; x, yL 

‡
0

1
ua-1 H1 - uLc-a-1  H1 - u xL-b1  H1 - u yL-b2  „ u.

followed by

The four functions can also be expressed as double contour integrals taken 
along contours of the Barnes’ type.

so it is not correct to state that they may all be expressed by integrals of the form (5).

Later on it says that

F1  Ha; b, b£ ; g; x, yL reduces to the hypergeometric function in the cases 
… (10) and (11). 
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To me, this implies that these are the only reductions. Two other reductions are given 
in Bailey:

F1  Ha; b, b£ ; g; x, xL H1 - xLg-a- b- b£
 2 F1 Hg - a, - b + g - b£ ; g; xL

 2 F1 Ha, b + b£ ; g; xL
F1  Ha; b, b£ ; b + b£ ; x, yL H1 - yL-a  2F1 Ja, b; b + b£ ;

x - y
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - y

N

‡ Notation
‡ F2  Ha; b1, b2; c1, c2; x, yL

· Summation

(5)F2 Ha; b1 , b2 ; c1 , c2 ; x, yL‚
m=0

¶

 ‚
n=0

¶

 
HaLm+n Hb1 Lm Hb2 LnÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m! n ! Hc1 Lm Hc2 Ln  xm  yn

Direct implementation via truncating this sum (NSum is very slow):

AppellF2S@a_, 8b1_, b2_<, 8c1_, c2_<, 8x_, y_<, mmax_: 50, nmax_: 50D :=

„
m=0

mmax

 „
n=0

nmax

 
HaLm+n Hb1Lm Hb2Ln
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
m ! n! Hc1Lm Hc2Ln

 xm  yn

The sum is rapidly convergent for some parameters,

With@8a = 1, b1 = 1, b2 = 1, c1 = 3, c2 = 3, x = 0.5, y = 0.3<,
AppellF2S@a, 8b1 , b2<, 8c1 , c2 <, 8x, y<DD

1.422020759

but, not suprisingly, is divergent for others.

With@8a = 1, b1 = 1, b2 = 1, c1 = 3, c2 = 3, x = -5., y = ‰<,
AppellF2S@a, 8b1 , b2<, 8c1 , c2 <, 8x, y<DD

-3.635980984 µ 1057 + 1.896463615 µ 1057 Â

· Transformations
For a range of parameters, we can use the transformations

(6)

b1 , b2 ; c1 , c2 ; x, yL  H1 - xL-a  F2  Ja; c1 - b1 , b2 ; c1 , c2 ;
-x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - x

,
y

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - x

N
 H1 - yL-a  F2  Ja; b1 , c2 - b2 ; c1 , c2 ;

x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - y

, -
y

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - y

N

 H1 - x - yL-a  F2  Ja; c1 - b1 , c2 - b2 ; c1 , c2 ; -
x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - x - y

, -
y

ÅÅÅÅÅÅ
1

to obtain convergent sums. For the above example, using the first transformation we 
obtain

WithA8a = 1, b1 = 1, b2 = 1, c1 = 3, c2 = 3, x = -5, y = ‰<,
H1 - xL-a  AppellF2Aa, 8c1 - b1 , b2 <, 8c1 , c2 <, 9

-x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
1- x

,
y

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
1- x

=EE
1
ÅÅÅÅÅ6 F2 J1, 82, 1<, 83, 3<, 9 5

ÅÅÅÅÅ6 ,
Â

ÅÅÅÅÅ6 =N
which evaluates to
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N@%D ê. AppellF2 Æ AppellF2S

0.4369116872 + 0.07610506571 Â

Using the third transformation we obtain

WithA8a = 1, b1 = 1, b2 = 1, c1 = 3, c2 = 3, x = -5, y = ‰<,
H1 - x- yL-a  AppellF2Aa, 8c1 - b1 , c2 - b2<, 8c1 , c2 <, 9-

x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
1 - x- y

, -
y

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
1- x - y

=EE

J 6
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ37 +

Â
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ37 NF2 J1, 82, 2<, 83, 3<, 9 30

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ37 +
5 Â
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ37 ,

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ37 -

6 Â
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ37 =N

which evaluates to

N@%D ê. AppellF2 Æ AppellF2S

0.4369116872 + 0.07610506571 Â

Two special cases can be used as tests.

(7)F2  Ha; b1 , b2 ; c, a; x, yL H1 - yL-b2  F1  Jb1 ; a - b2 , b2 ; c; x,
x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - y

N

Here we compute F2  H1; 1, 2; 3, 1; -0.5, 0.3 + 0.2 ÂL three ways. Here is the direct 
sum.

With@8a = 1, b1 = 1, b2 = 2, c = 3, x = -0.5, y = 0.3 + 0.2 ‰<,
AppellF2S@a, 8b1 , b2<, 8c, a<, 8x, y<DD

1.342015306 + 0.6810484535 Â

With@8a = 1, b1 = 1, b2 = 2, c = 3, x = -0.5, y = 0.3 + 0.2 ‰<,
AppellF2S@a, 8b2 , b1<, 8a, c<, 8y, x<DD

1.342015306 + 0.6810484535 Â

Here we use (6).

WithA8a = 1, b1 = 1, b2 = 2, c = 3, x = -0.5, y = 0.3 + 0.2 ‰<,
H1 - xL-a  AppellF2SAa, 8c - b1 , b2 <, 8c, a<, 9

-x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
1- x

,
y

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
1 - x

=EE êê N

1.342015306 + 0.6810484534 Â

Here we use (7).

WithA8a = 1, b1 = 1, b2 = 2, c = 3, x = -0.5, y = 0.3 + 0.2 ‰<,
H1 - yL-b2  F1  

i
k
jjjb1 ; a - b2 , b2 ; c; x,

x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
1- y

y
{
zzzE êê Expand

1.342015306 + 0.6810484534 Â

Here is the second special case.

(8)F2  Ha; b1 , b2 ; a, a; x, yL  H1 - xL-b1  H1 - yL-b2  2 F1 Jb1 , b2 ; a;
x y

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1 - xL H1 - yL N
With@8a = 1, b1 = 1, b2 = 2, x = -0.2, y = 0.3 + 0.4 ‰<,
AppellF2S@a, 8b1 , b2<, 8a, a<, 8x, y<DD

0.8289935168 + 0.9182697417 Â

WithA8a = 1, b1 = 1, b2 = 2, x = -0.2, y = 0.3 + 0.4 ‰<,
H1 - xL-b1  H1 - yL-b2  2F1

i
k
jjjb1 , b2 ; a;

x y
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄH1 - xL H1 - yL

y
{
zzzE

0.8289935168 + 0.9182697417 Â
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· Integral
Direct implementation of (2) via numerical integration:

AppellF2I1@a_, 8b1_, b2_<, 8c1_, c2_<, 8x_, y_<D :=
GHc1L GHc2L

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
GHb1L GHb2L GHc1 - b1L GHc2 - b2L  

NIntegrateA u
b1-1  vb2-1 H1 - uLc1-b1-1 H1 - vLc2-b1-1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄH1 - u x - v yLa , 8v, 0, 1<, 8u, 0, 1<E

With@8a = 1, b1 = 1, b2 = 1, c1 = 3, c2 = 3, x = 0.5, y = 0.3<,
AppellF2I1@a, 8b1 , b2 <, 8c1 , c2 <, 8x, y<DD

1.422020758

With@8a = 1, b1 = 1, b2 = 1, c1 = 3, c2 = 3, x = -5, y = ‰<,
AppellF2I1@a, 8b1 , b2 <, 8c1 , c2 <, 8x, y<DD

0.4369117817 + 0.07610573827 Â

A second option is to compute the one integral in closed form, say

‡
0

1

ub1 -1  vb2-1 H1 - uLc1-b1 -1  H1 - vLc2 -b1-1  H1 - u x - v yL-a  ‚u

H1 - vL-b1 +c2 -1 vb2 -1 IfAReHb1 L > 0 ÌReHv yL < 1 ÌReHb1 L < ReHc1 LÌ
JReJ 1 - v y

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx N § 0 ÎReJ 1 - v y
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx N ¥ 1Î ImJ 1 - v y

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx N ≠ 0N,
H1 - v yL-a GHb1 L GHc1 - b1 L 2 F

è
1 Ja, b1 ; c1 ;

x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ1 - v y N,

IntegrateAH1 - uL-b1 +c1 -1 ub1 -1 H-u x - v y + 1L-a , 8u, 0, 1<,
Assumptions Ø JImJ 1 - v y

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx N  0 Ì 0 < ReJ 1 - v y
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx N < 1NÎ

ReHv yL ¥ 1Î ReHb1 L ¥ ReHc1 LÎ ReHb1 L § 0EE
Hence

(9)
F2  Ha; b1 , b2 ; c1 , c2 ; x, yL 

GHc1 L GHc2 L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
GHb2 L GHc2 - b2 L  ‡

0

1

 H1 - vLc2 -b1 -1 vb2 -1 H1 - v yL-a
2 Fè 1 Ja, b1 ; c1 ;

x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - v y

N „ v,

that is

AppellF2I2@a_, 8b1_, b2_<, 8c1_, c2_<, 8x_, y_<D := GHc1L GHc2L
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
GHb2L GHc2 - b2L

NIntegrateAH1 - vLc2-b1-1 vb2-1 H1 - v yL-a
2F

é
1
i
k
jjja, b1; c1; x

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
1- v y

y
{
zzz, 8v, 0, 1<E

when the following condition is satisfied:

test@a_, 8b1_, b2_<, 8c1_, c2_<, 8x_, y_<D :=
ReduceA0 < v < 1Ì ReHb1L > 0Ì ReHv yL < 1ÌReHb1L < ReHc1LÌ

i
k
jjjReik

jjj 1- v y
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x

y
{
zzz £ 0ÎReik

jjj 1 - v y
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x

y
{
zzz ≥ 1Î Imi

k
jjj 1 - v y

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x

y
{
zzz ≠ 0y{

zzzE

For the first set of parameters, 

test@1, 81, 1<, 83, 3<, 81 ê 2, 3 ê 10<D
0 < v < 1

we obtain
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AppellF2I2@1, 81, 1<, 83, 3<, 81 ê 2, 3 ê 10<D
1.422020759

For the second set of parameters, 

With@8a = 1, b1 = 1, b2 = 1, c1 = 3, c2 = 3, x = -5, y = ‰<,
8test@a, 8b1 , b2 <, 8c1 , c2 <, 8x, y<D, AppellF2I2@a, 8b1 , b2 <, 8c1 , c2 <, 8x, y<D<D

80 < v < 1, 0.4369117887 + 0.07610573909 Â<

‡ F3  Ha1, a2, ; b1, b2; c; x, yL

· Summation

(10)F3  Ha1 , a2 ; b1 , b2 ; c; x, yL ‚
m=0

¶

 ‚
n=0

¶

 
Ha1 Lm Ha2 Ln Hb1 Lm Hb2 LnÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m ! n ! HcLm+n
 xm  yn

AppellF3S@8a1_, a2_<, 8b1_, b2_<, c_, 8x_, y_<, mmax_: 50, nmax_: 50D :=

„
m=0

mmax

 „
n=0

nmax

 
Ha1Lm Ha2Ln Hb1Lm Hb2Ln
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

m! n ! HcLm+n
 xm  yn

AppellF3S@81, 1<, 82, 2<, 6, 80.5, 0.3<D
1.350080802

· Integral
Compute the inner integral under a particular set of assumptions.

AssumingAv < 1ÌReHb1 L > 0ÌReHcL > ReHb1 L +ReHb2 LÌ v+Reik
jjj 1ÄÄÄÄÄ
x
y
{
zzz ≥ 1,

‡
0

1-v

ub1 -1  vb2-1 H1 - u - vLc-b1 -b2 -1  H1 - u xL-a1  H1 - v yL-a2  ‚uE

H1 - vLc-b2 -1 vb2 -1 H1 - v yL-a2 GHb1 L GHc - b1 - b2 L 2 Fè 1 Ha1 , b1 ; c - b2 ; x - v xL
Hence

(11)
F3  Ha1 , a2 , ; b1 , b2 ; c; x, yL 

GHcL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
GHb2 L  ‡

0

1
 H1 - vLc-b2 -1 vb2 -1 H1 - v yL-a2  2 Fè 1 Ha1 , b1 ; c - b2 ; x H1 - vLL „ v

AppellF3I@8a1_, a2_<, 8b1_, b2_<, c_, 8x_, y_<D := GHcL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
GHb2L

NIntegrateAH1 - vLc-b2-1 vb2-1 H1 - v yL-a2  2F
é
1 Ha1, b1; c - b2; x H1 - vLL, 8v, 0, 1<E

AppellF3I@81, 1<, 82, 2<, 6, 80.5, 0.3<D
1.350080802
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